B
€DUTEC

Matematicas

Concepto de Numero

1 INTRODUCCION

NUmero (matematicas), palabra o simbolo utilizado para designar cantidades o
entidades que se comportan como cantidades.

Los nimeros se agrupan en conjuntos o estructuras diversas; cada una contiene a
la anterior y es mas completa que ella y con mayores posibilidades en sus
operaciones. Se enumeran a continuacion.

Ndmercrs Reales

Racionales Irracionales
Son aquellos no periodicos
Infinitos: +/2: 141421

n: 3.1416
— — ™ — — >
° Enteros *Fraccionarios
° Positivos ° Negativos *Positivos *Negativos.

2 NUMEROS NATURALES

Son los que sirven para contar los elementos de los conjuntos:
N={0,1,23,.,9 10,11, 12,..}
Hay infinitos. Se pueden sumar y multiplicar y con ambas operaciones el resultado

es, en todos los casos, un nimero natural. Sin embargo, no siempre pueden
restarse ni dividirse (ni 3 - 7 ni 7 : 4 son nimeros naturales).



3 NUMEROS ENTEROS

Son los naturales y los correspondientes negativos:
z={.,-11,-10,-9,...,-3,-2,-1,0,1, 2, 3,..., 9, 10, 11,..}

Ademas de sumarse y multiplicarse en todos los casos, pueden restarse, por lo que
esta estructura mejora a la de los naturales. Sin embargo, en general, dos
nimeros enteros no se pueden dividir. Por eso se pasa a la siguiente estructura
numérica.

4 NUMEROS RACIONALES

Son los que se pueden expresar como cociente de dos nimeros enteros. El
conjunto @ de los nimeros racionales esta compuesto por los nimeros enteros y
por los fraccionarios. Se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir (salvo por cero)
y el resultado de todas esas operaciones entre dos nimeros racionales es siempre
otro numero racional.

5 NUMEROS REALES

A diferencia de los naturales y de los enteros, los niUmeros racionales no estan
colocados de manera que se puedan ordenar de uno en uno. Es decir, no existe “el
siguiente” de un nimero racional, pues entre dos nimeros racionales cualesquiera
hay otros infinitos, de modo que si se representan sobre una recta, ésta queda
densamente ocupada por ellos: si tomamos un trozo de recta, un segmento, por
pequefio que sea, contiene infinitos numeros racionales. Sin embargo, entre
medias de estos nimeros densamente situados sobre la recta existen también
otros infinitos puntos que no estan ocupados por racionales. Son los nimeros
irracionales.

El conjunto formado por todos los nimeros racionales y los irracionales es el de los
numeros reales, de modo que todos los numeros mencionados hasta ahora
(naturales, enteros, racionales, irracionales) son reales. Estos nimeros ocupan la
recta numérica punto a punto, por lo que se llama recta real.

Entre los nimeros reales estan definidas las mismas operaciones que entre los
racionales (suma, resta, multiplicacién y division, salvo por cero).



6  NUMEROS IMAGINARIOS

El producto de un nimero real por si mismo es siempre 0 o positivo, por lo que la
ecuacidn x> = -1 no tiene solucidn en el sistema de los ndimeros reales. Si se
quiere dar un valor a la x, tal que x = 3, éste no puede ser un valor real, no ya en
sentido matematico sino tampoco en sentido técnico. Un nuevo conjunto de
numeros (diferente del de los nimeros reales), el de los nimeros imaginarios, se
usa para este fin. El simbolo /representa la unidad de los nimeros imaginarios y
equivale a 3. Estos niUmeros permiten encontrar, por ejemplo, la solucién de la

ecuacion “="-% , que se puede escribir como
Y

x=3x/i0x=3/
Los numeros bj, b + 0, se llaman imaginarios puros.

Un ndmero imaginario se obtiene al sumar un ndmero real y un nimero imaginario
puro.

7/ NUMEROS COMPLEJOS

En su forma general, un nUmero complejo se representa como a + bj, donde ay b
son numeros reales. El conjunto de los niUmeros complejos esta formado por todos
los nimero reales y todos los imaginarios.

Los nimeros complejos se suelen representar en el llamado diagrama de Argand.
Las partes real e imaginaria de un nimero complejo se colocan como puntos en
dos lineas perpendiculares o ejes. De esta manera, un nimero complejo se
representa como un punto Unico en un plano, conocido como plano complejo.

Los nimeros complejos son de gran utilidad en la teoria de la corriente eléctrica
alterna asi como en otras ramas de la fisica, en ingenieria y en ciencias naturales.

Tipos de Numeros




Aritmética

1 INTRODUCCION

Aritmética, literalmente, arte de contar. La palabra deriva del griego arithmétiké,
que combina dos palabras: arithmos, que significa ‘numero’, y techné, que se
refiere a un arte o habilidad.

Los nimeros usados para contar son los naturales o enteros positivos. Se obtienen
al afadir 1 al nimero anterior en una serie sin fin. Las distintas civilizaciones han
desarrollado a lo largo de la historia diversos tipos de sistemas numéricos. Uno de
los mas comunes es el usado en las culturas modernas, donde los objetos se
cuentan en grupos de 10. Se le denomina sistema en base 10 o decimal.

En el sistema en base 10, los enteros se representan mediante cifras cada una de
las cuales representa potencias de 10. Tomemos el nimero 1.534 como ejemplo.
Cada cifra de este numero tiene su propio valor segun el lugar que ocupa; estos
valores son potencias de 10 crecientes hacia la izquierda. El valor de la primera
cifra es en unidades (aqui 4 x 1); el de la segunda es 10 (aqui 3 x 10, o 30); el
valor del tercer lugar es 10 x 10, o0 100 (aqui 5 x 100, o 500), y el valor del cuarto
lugar es 10 x 10 x 10, o 1.000 (aqui 1 x 1.000, o 1.000).

2 DEFINICIONES FUNDAMENTALES

La aritmética se ocupa del modo en que los nimeros se pueden combinar
mediante adicion, sustraccion, multiplicacién y divisién. Aqui la palabra ndmero se
refiere también a los nUmeros negativos, irracionales, algebraicos y fracciones. Las
propiedades aritméticas de la suma y la multiplicacion y la propiedad distributiva
son las mismas que las del algebra.

2.1 Adicién

La operacion aritmética de la adicion (suma) se indica con el signo mas (+) y es
una manera de contar utilizando incrementos mayores que 1. Por ejemplo, cuatro
manzanas y cinco manzanas se pueden sumar poniéndolas juntas y contandolas a
continuacidn de una en una hasta llegar a 9. La adicion, sin embargo, hace posible
calcular sumas mas facilmente. Las sumas mas sencillas deben aprenderse de
memoria. En aritmética, es posible sumar largas listas de nimeros con mas de una
cifra si se aplican ciertas reglas que simplifican bastante la operacion.

2.2 Sustraccion
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La operacion aritmética de la sustraccion (resta) se indica con el signo menos (-) y
es la operacion opuesta, o /nversa, de la adicion. De nuevo, se podria restar 23 de
66 contando al revés 23 veces empezando por 66 o eliminando 23 objetos de una
coleccion de 66, hasta encontrar el resto, 43. Sin embargo, las reglas de la
aritmética para la sustraccidén nos ofrecen un método mas sencillo para encontrar
la solucion.

2.3 Nameros negativos

El calculo de la sustraccidn aritmética no es dificil siempre que el sustraendo sea
menor que el minuendo. Sin embargo, si el sustraendo es mayor que el minuendo,
la Unica manera de encontrar un resultado para la resta es la introduccion del
concepto de nimeros negativos.

La idea de los nimeros negativos se comprende mas facilmente si primero se
toman los nimeros mas familiares de la aritmética, los enteros positivos, y se
colocan en una linea recta en orden creciente hacia el sentido positivo. Los
numeros negativos se representan de la misma manera empezando desde 0 y
creciendo en sentido contrario. La recta numérica que se muestra a continuacién
representa los nimeros positivos y negativos:

gentidn negativo | senticlo nnsitivg
- 1 1 | | —

4 -3 -2 -1 0 +1 42 +3 +4

Para poder trabajar adecuadamente con operaciones aritméticas que contengan
numeros negativos, primero se ha de introducir el concepto del valor absoluto.
Dado un numero cualquiera, positivo o negativo, el valor absoluto de dicho nimero
es su valor sin el signo. Asi, el valor absoluto de +5 es 5, y el valor absoluto de -5
es también 5. En notacion simbdlica, el valor absoluto de un nimero cualquiera a
se representa |a| y queda definido asi: el valor absoluto de a es asi a es positivo,
y el valor absoluto de g es -a si a es negativo.

2.4 Multiplicacién

La operacidn aritmética de la multiplicacién se indica con el signo por (x). Algunas
veces se utiliza un punto para indicar la multiplicacion de dos 0 mas ndmeros, y
otras se utilizan paréntesis. Por ejemplo, 3 x 4, 3 - 4 y (3)(4) representan todos el
producto de 3 por 4. La multiplicacion es simplemente una suma repetida. La
expresion 3 x 4 significa que 3 se ha de sumar consigo mismo 4 veces, o también
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que 4 se ha de sumar consigo mismo 3 veces. En ambos casos, la respuesta es la
misma. Pero cuando se multiplican nimeros con varias cifras estas sumas
repetidas pueden ser bastante tediosas; sin embargo, la aritmética tiene
procedimientos para simplificar estas operaciones.

2.5 Division

La operacion aritmética de la divisién es la operacién reciproca o inversa de la multiplicacion. Usando
como ejemplo 12 dividido entre 4, la division se indica con el signo de dividir
(12:4), una linea horizontal () o una raya inclinada (12/4).

La division es la operacién aritmética usada para determinar el nimero de veces
que un numero dado contiene a otro. Por ejemplo, 12 contiene a 4 tres veces; por
eso 12 dividido entre 4 es 3, o [ es 3.

La mayor parte de las divisiones se pueden calcular a simple vista, pero en muchos

casos es mas complicado y se necesita un procedimiento conocido como divisién
larga.

3 Leyes de los signos

Valor absoluto. Distancia en unidades recorridas sobre la recta numérica, del cero
hacia él numero en cuestion sin observar el sentido.

° Suma.

(+) + (+) =+ suma de valores absolutos. (4)+(2)=6
() + (-) =- suma de valores absolutos. (-7) + (-10) = -17
(+)+(-) = {signo de él nimero con mayor valor absoluto.  ( 20) + (-13) =7
(-)+(+) = El valor numérico de la operacion es la diferencia de valores absolutos.

° Producto
(+)(+)=+ Valor numérico productos de los valores absolutos (3) (4) =12
(-)()=+ (-6) (-5)=30
(+)(-)=- (9)(2)=18
(-)(+)= - (-10) (4) = -40
° Cociente
+/+ =+ 8/2=4
-[-=+ Valor numérico division de los valores absolutos. -35/-5=7
+/-=- 12/-4=-3
[+ =- -72 /3 =-24

° Sustraccién
(- ()= - (4)-(3)=1
()-()=- (-9)-(-25)=16
#)-()=+ + (10)-(-10)=20

(-)-(#¥)=- - seinvierte el signo de él sustraendo y se aplica leyes (-14)-(16)=30



de signos para la suma.

Ejemplos
D) [-2+6-4+9] + [-7+10-12+13] - [-4+6-16] = [15-6]+[23-19]-[6-20] = [9]+[4]-[-14] =
9+4+14= 27
2) [(-4+3-9+10)(6-10+25+4)] - [(-3+5+15-30)-(11+4-5)] = [(13-13)(35-10)]-[(20-33)-(15-5)] =
[(0)(25)]-[(-13)-(10)] = -[-13-10] = -[-23] = 23
3) [(-2+4-16+20) = (-16+15+17-14)] + [(4+3-13)~(9+3)] = [(24-18)+(32-30)] + [(7-13)-(12)] =
[(6) + ()] +[-6-12] = [3] + [-18] = -15

3-1 Teorema fundamental de la aritmética

“Todo entero mayor que 1 y que no sea un niumero primo es igual al producto de
un y sélo un conjunto de nimeros primos”. Este teorema fue demostrado por
primera vez por el matematico aleman Carl Friedrich Gauss. Dado un cierto
numero, por ejemplo 14, el teorema dice que se puede escribir de manera Unica
como el producto de sus factores primos, en este caso 14 = 2 - 7. De la misma
manera, 50 =2 - 5+ 5 = 2 - 52, El menor mdltiplo y el mayor divisor comun a
varios numeros se pueden calcular utilizando sus descomposiciones en factores
primos.

3.2 Minimo comun multiplo

El minimo comdn multiplo (m.c.m.) de dos 0 mas ndmeros es el menor nimero
que puede ser dividido exactamente por todos y cada uno de ellos. El m.c.m.
contiene todos los factores primos que aparecen en cada uno de los nimeros
dados. Por ejemplo, para encontrar el m.c.m. de tres nimeros 27, 63y 75,
primero se descomponen en factores: 27 = 33,63 = 3%+ 7,y 75 = 3 - 5% El m.c.m.
debe contener los factores 3%, 7 y 5% por tanto, 3° - 7 - 5° = 4.725 es el menor
numero que se puede dividir exactamente entre 27, 63 y 75.

3.3 Maximo comun divisor

El mayor divisor comdn a un conjunto dado de nimeros es su maximo comun
divisor (M.C.D.). Por ejemplo, dados 9, 15y 27, el M.C.D. es 3, que se encuentra
facilmente examinando la descomposicién en factores de cada uno de los
ndmeros: 9 = 3%, 15 = 3 - 5, 27 = 3%; el Unico factor que aparece en los tres
nimeros es 3.



4 FRACCIONES

Los nimeros que representan partes de un todo se denominan nimeros
racionales, fracciones o quebrados. En general, las fracciones se pueden expresar
como el cociente de dos nimeros enteros ay b:

& (numerador)
& (denominadar)

Una fraccién esta en su forma reducida o candnica si el numerador vy el
denominador no tienen un factor comun. Por ejemplo, [ no esta en su forma
reducida pues ambos, 6 y 8, son divisibles por 2: 11 = (2:3)/ (2:4); sin embargo, [
es una fraccion en su forma canonica.

Existen dos tipos de fracciones, propias e impropias. Una fraccion propia es aquella
en la que el numerador es menor que el denominador; [, -[] y [1 son todas ellas
fracciones propias. Una fraccion impropia es aquella en que el numerador es
mayor que el denominador; [J, -[1 y [ son fracciones impropias. Las fracciones
impropias se pueden convertir en nimeros mixtos o en enteros (por ejemplo, 11 =
1y -1 = -2, y [ = 20) si se divide el numerador por el denominador y el resto se
expresa como una fraccién del denominador.

Suma

1) 3.6 21+24 45

4 7 28 28
2) 31,57 _7,52_63+104_167
279 2 9 18 18

RESTA

5y 7 2_21-10_11
5 3 15 15

2) 161_42=2_E=99_28 _2%

2 3 2 3 6 27
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PRODUCTO
1 2 13 2 26
4 — ZYy=( = = = =
(3)(9) (3)(9) >
7 28
s 4) = =2
(8)( ) <
DIVISION
3.2 _ 9
5 3 10
7.9 _ 56
5 8 45

5 DECIMALES

El concepto de valores posicionales se puede extender para incluir a las fracciones.
En vez de escribir (], 0 dos décimos, se puede utilizar una coma decimal (,) de
manera que 0,2 representa también a la fraccion. Del mismo modo que las cifras a
la izquierda de la coma representan las unidades, decenas, centenas..., aquéllas a
la derecha de la coma representan los lugares de las décimas (c), centésimas (1),
milésimas (1/1.000) y asi sucesivamente. Estos valores posicionales siguen siendo
potencias de 10, que se escriben como 10, 107, 103... En general, un nimero
como 5.428,632 se denomina quebrado o fraccion decimal, y 0,632 representa

Este nimero se lee como: “cinco mil
cuatrocientos veintiocho coma

seiscientos treinta y E |:'| [:]'1:| + 3 |:'| [:]'E'J + 2 |:'| D'E:l dos”.

decimas centésimas  milesimas



Algebra

1 INTRODUCCION

Algebra, rama de las matematicas en la que se usan letras para representar
relaciones aritméticas. Al igual que en la aritmética, las operaciones fundamentales
del dlgebra son adicién, sustraccion, multiplicacion, division y calculo de raices.

Expresiones algebraicas.- Son cantidades que se representan por nimeros constantes y por letras
que también representan cantidades. Toda expresion algebraica debe contener los siguientes
elementos:

exponente
3 *
+ ax
signo' , \ factor literal o

variable
factor numérico o
coeficiente
La expresion algebraica anterior es la mds simple y es denominada término.
Términos semejantes.- Son aquellos que tienen él o los mismos factores literales y cada
uno de ellos tiene respectivamente el mismo exponente.
Son términos semejantes: 3x%y?z y -1 y?zx

NO son términos semejantes: -1 a?b?c 2 ab?c?
J 2 Y 5

ADICION O SUMA
La suma de expresiones algebraicas se obtiene agrupando los términos semejantes y
reduciendo los coeficientes, poniendo mucha atencion a los signos de cada término.
Ejemplo:
(3x°+6x-4+2xy) + (3-4x+3yx-9x°)=
—|_ 3x% + 6x + 2xy - 4

- 9x?- 4x + 3yx + 3

- 6x% + 2x + Bxy - 1
Si se tienen coeficientes fraccionarios el procedimiento es exactamente el mismo:

(Ix*-2 x+6)+ (-2 +4x+1x*) =

1.4 _ 2

—|— 1 x 2 x+6
1 4 _ 2
> X'+ 4x :
5 4 L 18 16
¢ X vt X+

SUSTRACCION O RESTA
Se realiza la misma agrupacion que para la suma, el cambio que presenta la sustraccién es la
inversion de signos en cada término del sustraendo.
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(-3x+6x2-9x3+6xy) - (2x2+3x*-9xy+3) =
(-3x+6x2-9x*+6xy) - 2x2-3x3+9xy-3 =
-9x3+6x5-3x +bxy
—|_—3x3-2x2 +9xy-3
-12x°+4x-3x+15xy-3

PRODUCTO O MULTIPLICACION.
Para el producto de expresiones algebraicas se utiliza la propiedad distributiva de los nimeros
reales; a(b+c) = ab +ac y a(b-c) = ab - ac,es decir, se multiplica cada término
del 1" factor por cada término del 2% factor, el producto realizado anteriormente tiene que
implicar las leyes de los signos y las leyes de los exponentes.
Ejemplos:

(-3x+6-4x?-1y) (2 x?+3x-1) =
-2 x3-9x%+x+9x?+18x-2-6x*-12x>+4/3 x°-3/4yx*-3/2xy+1/6y =
=-6x*-33/2x3+4/3x*-3/4x%-3/2xy+19x+1/6y-2

Independientemente de él nimero de términos de ambos factores, el producto se realiza: cada
término del primer factor por cada término del segundo factor.
Otro ejemplo:
(3x+6y?-2x%) (-2+6x°+3x)=
= - 6x + 18x3 + 9x - 12y? + 36x%y° + 18xy? + 4x% - 12x* - 6x° =
z - 6x + 12x3 - 12y? + 36x%y% + 18xy? + 13x? - 12x* =
= - 12x% + 12x% + 36x%y% + 13x% - 6x + 18xy? - 12y?

PRODUCTOS NOTABLES
1) (a+b) = (a+tb)(atb)= a®+ab+ba+b?= a®+2ab +b?
Binomio al cuadrado = Trinomio Cuadrado Perfecto
" El producto de un binomio al cuadrado es igual al cuadrado del primer término, mds el doble
producto del primero por el segundo término, mds el cuadrado del segundo término “.
Ejemplos:
(x+y)2 = X%+ 2xy + y2
(3x-4) = 9x% - 24x + 16
(x®+5x )% = x* + 10x> + 25x°
2) (a+b)(a-b) =a® - ab + ba - b? = a® - b?
Binomios conjugados = Diferencia de cuadrados
"El producto de binomios conjugados es igual al cuadrado del primer término menos el
cuadrado del segundo término”.

Ejemplos:
(x+y)(x-y)=x -y
(3x+4)(3x-4) = 9x* - 16
(2y°-6)(2y*+6) = 4y*- 36
3) (a+b)(a+c) =a® +ac + ba+ bc = a® + (b+c)a + bc
Binomios con Término Comdn = Trinomio de 2% grado o Cuadrdtico

“El producto de binomios con término comdn es igual al cuadrado del primer término, mds el
producto de la suma de los dos términos ho comunes por el término comin mds el producto de
los términos no comunes".
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Ejemplos:
(x+2)(x-4)=x*-2x - 8
(3x-1)(3x+6) = 9x% + 16x - 6
(6x2-8)(6x*-7) = 36x* - 90x% + 56
DIVISION

Para la division de expresiones algebraicas, se requiere de la utilizacién de las leyes de los
signos y de las leyes de los exponentes.

ler caso. Cuando el divisor es un monomio.

6 x%y - 4 x%° + 18 xy 6 x%y -4 x%y? +18 xy
- + + -
- & Xy -3 Xy -3 Xy -3 Xy
= - x e By 2 o Lx52 _8x - 24
2% caso. Cuando el divisor es un binomio.
2 -y 1) Sé reacomodan de mayor a menor
- = exponente con respecto a una variable
X -y y se colocan dentro de una galera.
X% + Xy +y° 2) Se divide él primer término del
x-y |x° -y dividendo, entre él primer término del
- x> + Xy divisor.
+ X%y 3) El cociente se multiplica por cada
- X%y + xy? término del divisor y se coloca en los
+ xy? -y términos semejantes del dividendo para
- xy? +y? reducir.
) 4) Se repiten el 2 y 3° paso para cada

nuevo dividendo encontrado.

FACTORIZACION
La factorizacién como su nombre lo dice, es descomponer en factores primos un producto.
Para factorizar expresiones algebraicas comunes se tienen dos variantes, cuya utilizacion de
pende de la forma de dichas expresiones.
1° Factorizacion por factor comdn.
Factorizar:
6x%y - 4x’y°z% + 16x%y’v
Los factores literales comunes son "x" e "y" porque se encuentran en todos los términos de
la expresion. Se toman los minimos exponentes de cada uno de esos factores literales comunes.
El factor numérico comin o mdximo comdn divisor de los coeficientes es dos, por lo tanto se
coloca junto con el factor comin literal.
2x%y (3 - 2xyz® + 8yv)
2% Factorizacidn por agrupacidn.
Teniéndose:
ax + by + ay + bx
Como ho se tiene un factor comin para todos los términos de la expresién se agrupan
aquellos términos que si tienen factor comin y sé factoriza:



ax + bx + ay + by
x(a+b) +y(a+b)
Como la expresion obtenida es un binomio que tiene un factor comin, que es (a + b ) sé
factoriza nuevamente:
(a+b)(x+y)
Ejemplo:
x? + Bx + 4x + 20
(x* + Bx)+(4x + 20)
X(x+5)+4(x+5H)
(x+5)(x+4)

FACTORIZACION DE PRODUCTOS NOTABLES

Trinomio Cuadrado Perfecto.- Un frinomio es cuadrado perfecto si el doble producto de las
raices de los extremos produce el término lineal o medio. Por lo tanto para factorizarlo
dnicamente se colocan las raices en un paréntesis con el signo del término lineal, y el conjunto
elevado al cuadrado.
Teniéndose : x* + 10x + 25

Aplicando el criterio anterior:
1) Las raices de los extremos son: x y 5 respectivamente.
2) El doble producto de las raices es: 2 (5x) = 10x
3) Podemos decir que el trinomio es cuadrado perfecto, por lo tanto la factorizacién es:
(x +5)2 6 (x+5)(x+5)
Otro ejemplo:
Teniendo: 49y? - 42y + 9
1) Las raicesson: 7y y 3
2) El doble productoes: 2(7y*3) = 2(21ly) = 42y
3) De aqui se observa que es T.C.P por lo tanto:
(7y-3% 6 (7y - 3)(7y - 3)

Trinomio de 2% grado o cuadrdtico.
1°" caso.- Un trinomio es cuadrdtico cuando NO cumple el criterio anterior, por lo tanto se
buscaran dos nimeros que sumados proporcionen el coeficiente del término lineal incluyendo el
signo y multiplicados el término constante también incluyendo su signo. Para encontrarlos mds
fdcilmente se descompone en factores primos el nimero resultante del producto y se forman
pares de nimeros con los factores.
Teniéndose: x> + 9x + 20
()+()=9
() ()=20
Descomponiendo en factores primos se tiene:
20 2 vy 10
10
515 4 y_ b5

1 \/

Los ndmeros que buscamos son 4 y 5 ambos positivos y como el coeficiente del término
cuadrdtico es 1, se obtiene la raiz de dicho término y se coloca en dos paréntesis con los
nimeros encontrados, es decir:

(x +4)(x+5)
obteniendo asi la factorizacién del trinomio.
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2% Caso.- Cuando el coeficiente del término cuadrdtico es diferente de uno, se multiplica
dicho coeficiente y el ftérmino independiente, para después encontrar dos nimeros que
sumados proporcionen el coeficiente del término lineal y multiplicados el producto obtenido
anteriormente. Terminado el proceso se siguen los pasos del primer caso.

Dado: 9x? - 15x - 14
()+()=-15
() ()-=-126
por lo tanto:
126| 2 6 y 21
63| 3
21| 3 9 y 14
77
1 2 y 63

Los ndmeros que se buscan son el 6 y el -21, por lo tanto se colocan los ndmeros anteriores en
el trinomio considerdndolos como coeficientes de términos lineales quedando:
9x% + 6x - 21x - 14
Factorizando por agrupacién la expresién obtenida:
(9x% + 6x)-(21x - 14)
3x(3x +2)-7(3x +2)
(3x + 2)(3x -7)
Siendo la dltima expresidn el resultado de la factorizacion.

El algebra clasica se ocupa de resolver ecuaciones,

1 Ecuaciones

Ecuacion, igualdad en la que intervienen una o mas letras, llamadas
incognitas. Es decir, es una igualdad entre expresiones algebraicas.

Las expresiones que estan a ambos lados del signo igual son los
miembros de la ecuacién: primer miembro el de la izquierda, segundo
miembro el de la derecha.

Se llama solucion de una ecuacion a un valor de la incognita, o a un
conjunto de valores de las incognitas, para los cuales se verifica la
igualdad. Una ecuacion puede tener una, ninguna o varias soluciones.
Por ejemplo:

3x—7 = x+ 1 es una ecuacion con una incognita. Tiene una Unica
solucién: x = 4.

X + y» +5 =0 es una ecuacién con dos incégnitas sin solucién, pues la
suma de dos cuadrados es un nimero positivo a partir del cual no se
puede obtener 0 sumandole 5.
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2x + 3y = 15 es una ecuacion con dos incognitas que tiene infinitas
soluciones, algunas de las cualesson x=0, y=5; x=3, y=3;
x =30, y=-15.

Dos ecuaciones se llaman equivalentes si tienen las mismas soluciones
0 ambas carecen de solucion. Asi, la ecuacion 3x—7 = x+ 1 es
equivalente a 2x— 8 = 0 porque ambas tienen como solucién Unica

X =4.

TIPOS DE
2 ECUACIONES

Las ecuaciones con una incognita suelen tener un nimero finito de
soluciones. Las ecuaciones con varias incognitas, sin embargo, suelen
tener infinitas soluciones; por ello, estas ecuaciones interesa estudiarlas
cuando forman sistemas de ecuaciones. Las ecuaciones con una
incognita pueden ser de distintos tipos: polindmicas, racionales,
exponenciales, trigonométricas...

Las ecuaciones polindmicas son de la forma Ax) = 0, donde Ax) es un
polinomio en x. O bien, son de tal forma que al trasponer términos y
simplificar adoptan esa expresién. 3x° - 5, + 3x+ 2 = 0 es una
ecuacion polindmica.

Las ecuaciones polindmicas de primer grado, ax + b = 0, se llaman
ecuaciones lineales. 5x + 7 = 3 es lineal y también lo es (x- 5)> + 3 =
X - 1 porque al desarrollar y simplificar se obtiene -10x + 29 = 0.

Las ecuaciones polindmicas de segundo grado, ax* + bx+ c = 0, se
llaman cuadraticas. Son ecuaciones de este tipo: X - 5x+ 3 =0, (x—

2%+ 7x=5+ x.

Las ecuaciones radicales son aquellas en las que la incognita esta bajo
un signo radical, como

fe+1-35+2=F5

Las ecuaciones racionales son ecuaciones en las que aparecen cocientes
de polinomios; por ejemplo:
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_ |
¥+1 x4+3 '

En las ecuaciones exponenciales la incognita esta en un exponente:
2+ 471-18=0

En las ecuaciones trigonométricas la incognita esta afectada por alguna
funcion trigonométrica; por ejemplo:

sen (p/4+ x)—cos x=1

RESOLUCION DE
ECUACIONES

Resolver una ecuacion es hallar su solucion o soluciones, o bien concluir
que no tiene solucion. Para resolver una ecuacion, se pasa a otra
equivalente cuya fisonomia sea mas sencilla. Asi, mediante una serie de
pasos sucesivos se llega a una Ultima ecuacion del tipo x = sen la que
la incdgnita esta despejada (es decir, aislada en el primer miembro),
con lo que la solucion es evidente.

Por ejemplo, para resolver la ecuacion 5x— 6 = 3x + 12 se procede
como se explica a continuacion.

Para pasar los términos en x al primer miembro y los nimeros al
segundo miembro, se resta en ambos miembros 3x y se suma 6, con lo
que queda:

5x-3x=12+6

Y simplificando, 2x = 18.

Para despejar la x se divide por 2 en ambos miembros:

x=18/2=9

La solucion es, evidentemente, x = 9.

Sin embargo, hay tipos de ecuaciones para cuya resolucion se requieren

técnicas especiales. Es el caso, por ejemplo, de las ecuaciones
cuadraticas y bicuadradas.



Resolucion de
ecuaciones
3.1 cuadraticas

La expresion general de una ecuacion cuadratica (polinomio de segundo
grado) es:

ax+ bx+c=0

con a # 0. Para resolverla se aplica la formula:

wo P Y5 — dac
2 &

Por ejemplo, la ecuacién 2x* + 5x— 3 = 0 de coeficientes a = 2, b= 5,
c = -3, se resuelve asi:

- V54 ) 54T
i 217 o

Hay dos soluciones: x; = 1/2; x = -3.

Esta misma ecuacion se podria haber resuelto despejando la x. Para
ello, se multiplica la ecuacion por 2:

4% + 10x-6=0
Se pasa el 6 al segundo miembro:
4xX + 10x=6

Se suman 25/4 para completar un cuadrado perfecto (el cuadrado de
una suma) en el primer miembro:

45 + 10x + 25/4 = 6 + 25/4
Simplificando:

(2x + 5/2)* = 49/4
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Extrayendo la raiz cuadrada y recordando que si 4> = B entonces
A= =B

2x+ 5/2 = £7/2
Como consecuencia del signo +, la igualdad da lugar a dos ecuaciones:

2x+5/2=7/2

2x+5/2 =-7/2

Resolviéndolas se obtiene:

4x+5=7 0O 4x=20x =1/2

A4x+5=-7 O 4x=-12 0 % =-3

Siguiendo este largo proceso se obtienen las mismas soluciones que
mediante la formula inicial. Es claro que la aplicacion de ésta es un
procedimiento mucho mas cdmodo. De hecho, la férmula se obtiene
algebraicamente a partir de la ecuacion general mediante un proceso

similar al que se ha seguido para resolver esta ecuacion concreta.

Las ecuaciones de segundo grado de los tipos siguientes se llaman
incompletas porque les falta uno de los términos:

ax + bx=0
axt+c=0

Se pueden resolver aplicando la formula general, pero es mas comodo
resolverlas despejando directamente la x.

En el primer caso,
ax +bx=0 0O (ax+ bx=0

Una solucion es x = 0 y la otra se obtiene resolviendo la ecuacion lineal
ax+ b= 0. Por ejemplo:

3 +5x=0 O (3x+5)x=0
Las soluciones son: x = 0; x = -5/3.
En el segundo caso,

aX+c=00 al=-cOxX=-¢a



Por ejemplo:

3Y-17=0 O 3¥ =17
x=1Y17/3

Las soluciones son:

x=-Y17{3 ; x=¥17]3

Resolucion de
ecuaciones
bicuadradas

Se llama bicuadrada la ecuacion de la forma:
ax*+ b +c=0()

es decir, una ecuacion polindmica de cuarto grado que no tiene
términos de grado impar. Si se realiza el cambio de variable X = y, con
lo cual x* = )#, entonces se transforma en una ecuacién de segundo
grado:

ay + by+c=0(2)

Cada una de sus soluciones puede dar lugar a dos, una o ninguna
solucion de la ecuacion inicial. Asi, si y es solucion de la ecuacion (2), se
verifica que:

si y4 > 0, entonces x; = V1, % = -Vy; son raices de (1);
si 4 = 0, también x; = 0 es raiz de (1);

si 4 < 0, ¥ = y4 no da lugar a ninguna solucién real de x.
Por ejemplo, la ecuacion bicuadrada:

X¥-xX¥-12=0

se transforma, mediante el cambio de variable X = y, en la ecuacién de
segundo grado:



Y-y-12=0

Cuyas soluciones son

(£ V178 147
e T

n=4)=-3

Paray; =4: ¥ =4

x=1Y4

Luego, x; =2, %, = -2 son soluciones de la ecuacion bicuadrada.

Para y, = -3: X = -3

i=+1 ¥-3

Por tanto, las Unicas raices de la ecuacion x* - > - 12 = 0 son x; = 2,
X = -2.

utiliza simbolos en vez de nlimeros especificos y operaciones aritméticas
para determinar como usar dichos simbolos. El algebra moderna ha
evolucionado desde el algebra clasica al poner mas atencion en las
estructuras matematicas. Los matematicos consideran al algebra
moderna como un conjunto de objetos con reglas que los conectan o
relacionan. Asi, en su forma mas general, se dice que el algebra es el
idioma de las matematicas.
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3 Desigualdades
SiMEQLD SIGNIFICADO
“ Menat que
& rmenor o 1gual que
> rhayar que
& rmayor o igual que

Figura 1: signos de desigualdad

Una desigualdad es la relacion entre nimeros, ecuaciones, propiedades
geométricas u otras expresiones que tienen valores distintos entre si. Los signos
que aparecen en esta tabla se utilizan para comparar valores de expresiones
matematicas desiguales.

Figura 2: superficies desiguales

En este grafico, los cuadrados rojos ocupan una superficie mayor que los
rectangulos azules. Si el punto £, vértice comin a las cuatro figuras, se mueve a
una posicidn diferente en la diagonal del cuadrado total, las cuatro areas cambian.
Sin embargo, el area total de los cuadrados rojos es siempre mayor o igual que el
area total de los rectangulos azules.



Desigualdad, relacion matematica en la que se tiene en cuenta el orden de los
numeros. La figura 1 muestra los simbolos utilizados para denotar una
desigualdad. Por ejemplo, la desigualdad 3 < 10 indica que el nimero 3 es menor
que el 10; la desigualdad x2 > 0 expresa el hecho de que el cuadrado de cualquier
numero real es siempre mayor o igual que cero.

Las desigualdades aparecen a menudo al describir areas y volimenes. Por
ejemplo, si P es un punto cualquiera de la diagonal del cuadrado de la figura 2,
entonces el area de los dos rectangulos sombreados en azul es siempre menor o
igual que (<) el area de los dos cuadrados sombreados en rojo.

Si una desigualdad contiene incégnitas, se denomina inecuacién. Las soluciones de
una inecuacién como -2x + 6 > 0 son aquellos valores de la x para los que la
expresion -2x + 6 es mayor que cero. Las reglas de resolucién de ecuaciones del
algebra se pueden utilizar para resolver inecuaciones, con la condiciéon de que el
sentido de la desigualdad ha de invertirse si se multiplica o divide por nimeros
negativos. Por tanto, para resolver la inecuacion -2x + 6 > 0, primero se resta 6
de ambos lados de la desigualdad, con lo que se obtiene -2x > -6. A continuacién
se dividen ambos lados de -2x > -6 por -2, sin olvidarse de invertir el sentido de la
desigualdad pues -2 es negativo. Esto da x < 3, lo que significa que cualquier valor
de x menor que 3 es una solucién de -2x + 6 > 0.

B Gréficacion

0+ . Figura 1: grafica de puntos
Las graficas dan una representacion visual de

a5 4 ciertos datos. Esta grafica muestra el nimero de
vasos de gaseosa vendidos cada dia a lo largo de

20 -+ L una semana. La coordenada horizontal es el
numero del dia. La coordenada vertical es el

15+ numero de vasos vendidos.

10+ ¢ . Grafica, diagrama que muestra relaciones entre ndmeros.
Las graficas organizan la informacion numeérica en forma

54 s * de figura de manera que es posible encontrar tendencias
—tt o patrones en la informacion.
2 3 4 3 & 7 DA
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Figura 2: solucion grafica
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Las graficas son de gran ayuda para resolver sistemas de ecuaciones. En vez de
resolver las dos ecuaciones matematicamente, es posible representarlas en una
grafica y encontrar el punto de corte, que es la solucion del sistema. Esta grafica
muestra que x = 2 e y = 6 es el punto de interseccidon de las ecuaciones y = 3xe

y=x+4

Y = 3K

(2,6

y=x+d

La grafica de la figura 1 ilustra una tendencia de
ventas. Esta grafica muestra el nimero de vasos
de gaseosa vendidos cada dia de la semana.
Para saber cuantos vasos se vendieron el tercer
dia, primero se busca el nimero 3 en el eje
horizontal y después se toma el punto que esta
justo encima. La posicion de este punto
corresponde al valor 10 del eje vertical, lo que
quiere decir que se vendieron 10 vasos el tercer
dia. En el primer dia, es dificil saber exactamente
cuantos vasos se vendieron, pero se observa que
fue entre 15 y 20. Aunque esta grafica, al igual
que todas las graficas, no tiene tanta exactitud
como la lista numérica, sirve para ilustrar
claramente la tendencia del incremento de
ventas hacia el final de la semana.

La grafica de la figura 2 ilustra un ejemplo de
relaciones matematicas. Se sabe que Yolanda
tiene cuatro afios mas que Javier. Si se usa la y
para representar la edad de Yolanda y la x para

la de Javier, esta relacién se puede escribir
matematicamente como y = x + 4. Una de las
posibles parejas de valoresde la xy la yesx=1ey
= 5, pues 5 = 1 + 4. Esta pareja de valores se
escribe (1,5). El conjunto de todas las parejas (x, y)
para las que se cumple y = x + 4 se han
representado en la figura 2 con la linea de color azul.



Las graficas se pueden utilizar
también para resolver sistemas de
ecuaciones. Supongamos que
ademas de saber que Yolanda es
cuatro anos mayor que Javier, se
sabe que la edad de Yolanda es
tres veces la de Javier. La
solucion al problema es encontrar
los valores de la xy de la yque
cumplen las ecuaciones y = x + 4
e

-2 Figura 3: representacion

24 grafica de inecuaciones

La curva parabdlica de esta

grafica esta formada por todos los

puntos del plano que satisfacen la

& T ecuacion y = ¥ - 1. El &rea
sombreada dentro de la parabola

son aquellos puntos para los que y > ¥ - 1.

y = 3x simultaneamente. En la figura 2, estas dos
ecuaciones se han dibujado juntas, y la solucion de
este sistema de ecuaciones es el punto en que las dos
graficas se cortan, (2,6), que equivale a decir que
Javier tiene dos afos y Yolanda seis.

Las graficas se pueden utilizar también para mostrar
desigualdades. La curva de la figura 3 es la grafica de
la pardbola y = x* - 1. El &rea sombreada, excluyendo
la propia curva, es la representacién grafica de la
desigualdad y>x* - 1.



Elementos basicos de aritmética
y algebra

RAZONES Y PROPORCIONES
Una razon equivale a un cociente, relacion 6 division.
Una proporcion es una igualdad entre dos razones, relaciones, cocientes 6

divisiones.
ai ay a1 Y b Son los llamados extremos
— = a; y b, son los llamados medios
by b>
MEDIA PROPORCIONAL
2 X X> = 16
— = X = +416
X 8 X ==+4
TERCERA PROPORCIONAL O REGLA DE TRES
2 > 6 (2)(x)=(6)(4)
4 > x X = 24/2
X =12

TANTO POR CIENTO (Porcentajes)
Existen dos formas distintas de obtener el porcentaje de un numero determinado, las cuales son
exactamente las mismas lo que cambia es la interpretacion.

¢ Cudl es el 35% de 129?

1) Se realiza el producto del nimero 2) El producto obtenido se

divide entre

por él porcentaje que se quiere obtener. 100.
129
x 35 8L = 45,15
645

387 3) EI35% de 129 es: 45.15

4515

La Segunda Forma es:

¢ Cual es el 43% de 536?

1) Se divide el valor de él porcentaje entre cien.
430 - 100 = 0.43.

2) El cociente se multiplica por él numero al cual corresponde el porcentaje.
536 * 0.43 = 230.48.

3) El producto obtenido es el 43% de 536

LEYES DE LOS EXPONENTES
1)a"*am =an+m 32*36=38 : x4>|<x-1=x3

2)(a*b)" =a"b" (2*5)3=123%53%; (xy)?’=x’y?
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3) (a/b)"=a"/b" (4/2)2=42/2% ; (x/y)3 =x3/y?3

4) (a")™ =a""™ (32)° =31 ; (x?)*=x®

5) al = a 31 =3 ; x! = x

6)a’ =1 99 =1 : x°=1

7a""™ = Ao 34 = 3 x3'?2 = 2
Geometria

1 INTRODUCCION

Geometria (del griego geg, 'tierra'; metrein, 'medir'), rama de las matematicas que
se ocupa de las propiedades del espacio. En su forma mas elemental, la geometria
se preocupa de problemas métricos como el calculo del area y diametro de figuras
planas y de la superficie y volumen de cuerpos soélidos. Otros campos de la
geometria son la geometria analitica, geometria descriptiva, topologia, geometria
de espacios con cuatro o mas dimensiones, geometria fractal, y geometria no
euclidea.

3 Geometria Eudlidiana y Trigonometria

Para estudiar la geometria necesitamos conocer ciertos conceptos, los cuales se
presentan a continuacion.
Recta.- Es el conjunto de puntos que se extiende sin limite en ambos sentidos.
Angulo. - Es la figura formada por todos los puntos de dos rayos distintos que emanan
del mismo origen. Otra definicion es: Un angulo es la apertura o espacio formado entre la
interseccion de dos segmentos de recta: el punto de interseccion es el vértice.
B

o
c YN D
A

CLASIFICACION DE ANGULOS.

De acuerdo a su apertura:
Z's menores de 90° . Angulos agudos.
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Z's iguales a 90° i Angulos rectos.
Z's mayores de 90°
y menores de 180°:  Angulos obtusos.
Z's iguales a 180° i Angulos Llanos.
Z's iguales a 360° :  Angulos Perigonales.
De acuerdo a su suma:

B
\Zi A Cuando A + B = 90° se dice que Ay B son COMPLEMENTARIOS.
° /74

Cuando A + B = 180° se dice que Ay B son SUPLEMENTARIOS.

De acuerdo a su posicion:

>
>\ \ A A y B son colineales.

A A y B son opuestos por el vértice.

S Y A A y B son alternos con respecto a la recta S.

Angulos entre rectas paralelas interceptadas por una secante u oblicua.

Se tienen:
B / A Angulos alternos externos
I 2
c / D Ay G A=G
F E
3 G H 4 ByH B=H
Angulos Iguales Angulos alternos internos
A = E B = F CyE C=-E
D = H C = 6
DyF D=F

TRIANGULOS
El tridngulo es un poligono de tres lados y tres dngulos cuyo perimetro es: Ly + L, + L3 y
de drea: (b * h) / 2.
Cuando:
Li = Lo = L3  esun tridngulo Equildtero.
Li = Lo # Ls  esun tridngulo Isésceles.
L1 # Lo # L3 esun tridngulo Escaleno.

Cuando en un tridngulo:



Zs < 90° = Tridngulo Acutdngulo.
12 = 90° = Tridngulo Rectdngulo.
12 > 90° = Tridngulo Obtusdngulo.

Propiedades de los tridngulos.

1.- La suma de los dngulos interiores de cualquier tridngulo es igual a 180°.

2.- En todo tridngulo, a lados iguales se oponen dngulos iguales y viceversa. Dichos dngulos y
lados se Ilaman homélogos.

3.- En un tridngulo, un lado es menor que la suma de los otros dos y mayor que la diferencia.

4.- En un tridngulo, a mayor lado se opone mayor dngulo y viceversa.

5.- En todo tridngulo equildtero, los tres dngulos son iguales y cada uno vale 60°.

6.- En todo tridngulo un dngulo exterior es igual a la suma de los dos interiores que no le son
adyacentes.

7.- En todo tridngulo la suma de los dngulos exteriores es igual a 360°.

8.- En todo tridngulo rectdngulo, los dngulos agudos son complementarios y la hipotenusa es
mayor que cualquiera de los catetos.

9.- Todo tridngulo que tiene dos dngulos iguales es isdsceles.

10.- En todo tridngulo isésceles, los dngulos contiguos a la base son iguales.

CONGRUENCIA Y SEMEJANZA DE TRIANGULOS
Congruencia.- Un tridngulo es congruente o igual a otro, si tiene todos sus lados y dngulos
respectivamente iguales a los lados y dngulos del otro tridngulo.
Postulados de Congruencia ( igualdad ).
Postulado L - A - L.- Dos tridngulos que tienen dos lados iguales y el dngulo comprendido
entre
ellos también igual, son congruentes.
Postulado A - L - A.- Dos tridngulos que tienen dos dngulos respectivamente iguales y el lado
comprendido entre ellos también igual, son congruentes.
Postulado L - L - L.- Dos tridngulos que tienen los tres lados respectivamente iguales son
congruentes.
Postulados de Semejanza.
Postulado A - A.-  Dos tridngulos son semejantes, si tienen dos dngulos respectivamente
iguales.
Postulado L - A - L.- Dos fridngulos son semejantes, si tienen un dngulo respectivamente
igual y
proporcionales los lados que los forman.
Postulado L - L -L.- Dos tridngulos son semejantes si tienen sus tres lados respectivamente
proporcionales.



ANALISIS DE LOS TRIANGULOS.
Tridngulos Rectdngulos.

Teorema de Pitagoras

Cateto Hipotenusa c? aZ + b?

" El cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de
los catetos ”.

Cateto

A + B + C = 180°

b " La suma de los angulos interiores
de cualquier triangulo es igual a
180° “.

Funciones Trigonométricas.- Son aquellas reglas de correspondencia que relacionan los lados
con los dngulos en un tridngulo Rectdngulo.

Cat. opuesto Cat. adyacente
Seno = ————— Cotangente = =
Hipotenusa Cat. opuesto
Cat. _adyacente Hipotenusa
Coseno = = Secante =
Hipotenusa Cat. _adyacente
Cat. _opuesto Hipotenusa
Tangente = - Cosecante = ==
Cat. _adyacente Cat. _opuesto

Tridngulos Oblicudngulos.- Son aquellos tridngulos acutdngulos y obtusdngulos.

c
b A+ B + C = 180°
a
Ley de Senos.
a b c
Sen A Sen B Sen C
Ley de Cosenos.
2 = a® + b® - 2ab Cos C
a®> = c® + b? - 2cb Cos A
b2 = ¢ + a® - 2ca Cos B



VALORES ESPECIALES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

9raedos r'adiec,mes e Cos 0 Tang 6 Cot 6 Sec 0 Csc 0
0° 0 0 1 0 _ 1 -
30° n/6 1/2 J3 /2 1/3 3 2 /3
45° n/4 \/5/2 \/5/2 1 1 \/E \/E
60° n/3 3 /2 1/2 J3 1/ 3 2 2 /3
90° /2 1 0 - 0 - 1

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Identidades de Reciprocos.
SenA*CscA =1
CosA*SecA =1

Tang A * CotgA =1

Identidades de Divisidn.
Sen A Cos A
Tang A = Cotg A =

Cos A Sen A
Identidades de Cuadrados.

SenA + Cos®A =1

Sec?A = 1 + Tang® A

Csc? A = 1 + Cotg® A

Identidades de Suma y Diferencia de dos Angulos.

Sen(A+B) = SenA CosB + Sen A Cos B

Cos (A+B) = Cos A Cos B Sen A Sen B
Tang A £ Tang B

Tang (A +B) =

1 Tang A Tang B

Identidades del Doble de un Angulo
Sen2A = 2SenA Cos A
Cos2A = Cos’A - Sen?A = 1 - 2SenA = 2 Cos?A -1
2 Tang A

Tang 2A =
1 - Tang® A

Otras Identidades Importantes.

1 - Cos 2A
SenA =
2
1 + Cos 2A

Cos® A
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ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Una ecuacidn ftrigonométrica es una igualdad entre expresiones de un mismo dngulo que solo
se satisface para determinado valor o valores de dngulo. No hay que confundir una ecuacidn
trigonométrica con una igualdad trigonométrica, ya que la ecuacion se cumple dnicamente para
determinados valores y la igualdad para cualquier valor de dngulo.

No existen métodos generales para la solucion de ecuaciones trigonométricas, en muchos
casos esto depende de la agudeza y la experiencia de la persona, pero puede empezarse por
transformar la ecuacion trigonométrica en alguna otra equivalente mds sencilla y luego resolver
por los procesos algebraicos correspondientes.

Por ejemplo:

Sen(x) - 2Sen(x) Cos(x) = O para

Primero factoricemos el factor comin Sen (x) :

Sen(x) [1-2Cos(x)] = O

De la expresion anterior se puede observar que se cumple la igualdad cuando alguno de los
dos factores sea cero de lo que se puede deducir que:

Si Sen (x)=0 entonces x=0 y/o x==

y 1-2Cos(x) = 0  entonces Cos (x) = 3 loqueimplicaquex = % y/o x=

Wl
a

por lo tanto las soluciones buscadas para 0 < x < 2= son:

x =0, % ,ny %n
Se puede verificar si los valores son ciertos si se sustituyen en la ecuacidn original uno por
uno.
POLIGONOS
Poligono.- Es la porcion de un plano, que se encuentra limitado por lineas rectas, llamadas

lados.

Clasificacion.
De acuerdo al nimero de lados.

3 lados —p Tridngulo. 7 lados —p Heptdgono.

4 lados _p Cuadrildtero. 8 lados __p Octdgono.

5 lados __y,. Pentdgono. 9 lados __y. Enedgono.

6 lados __, Hexdgono. 10 lados __, Decdgono.
Pueden ser:

Convexos.- Si todos sus dngulos interiores son menores de 180°.
Cdncavos.- Si tiene por lo menos un dngulo interior mayor de 180°.

Convexo Céncavo



CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO.




LEYES DE LOS LOGARITMOS

logca + log b
log.a-log.b

1) log . (a b)
2) log c ( 5 )
3)log.a" = nlog.a

4) log . a = log.a/n
5)log.10 = 1 si c=10
6)log.1 = 0




Geometria analitica

Geometria analitica, rama de la geometria en la
que las lineas rectas, las curvas y las figuras
geométricas se representan mediante expresiones
algebraicas y numéricas usando un conjunto de
ejes y coordenadas. Cualquier punto del plano se
puede localizar con respecto a un par de ejes
perpendiculares dando las distancias del punto a
cada uno de los ejes.

En la figura 1, el punto A esta a 1 unidad del eje
vertical () y a 4 unidades del horizontal (x). Las
coordenadas del punto A son por tanto 1y 4, y el
punto queda fijado dando las expresiones x =1, y
= 4. Los valores positivos de x estan situados a la
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derecha del eje y, y los negativos a la izquierda;
los valores positivos de y estan por encima del eje
x Yy los negativos por debajo. Asi, el punto Bde la
figura 1 tiene por coordenadas x =5, y= 0. En un
espacio tridimensional, los puntos se pueden
localizar de manera similar utilizando tres ejes, el
tercero de los cuales, normalmente llamado z es
perpendicular a los otros dos en el punto de
interseccion, también llamado origen.

—
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|
-

-

|
.
B

|
|
-

— 1 z3*"Y5 5729 In
---
B E - g

T

|

Figura 1

En general, una linea recta se puede representar siempre utilizando una ecuacién lineal en dos
variables, x e y, de la forma ax + by + ¢ = 0. De la misma manera, se pueden encontrar
formulas para la circunferencia, la elipse y otras conicas y curvas regulares. La geometria
analitica se ocupa de dos tipos clasicos de problemas. El primero es: dada la descripcion
geométrica de un conjunto de puntos, encontrar la ecuacidon algebraica que cumplen dichos
puntos. Siguiendo con el ejemplo anterior, todos los puntos que pertenecen a la linea recta
que pasa por Ay Bcumplen la ecuacion lineal x + y=5;
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Figuras 1 y 2: sistemas de coordenadas
Un sistema de coordenadas es la representacion matematica
de la posicion de puntos. En las coordenadas cartesianas
(izquierda) un punto se localiza segun su posicidn entre dos
ejes que se cortan, uno horizontal y otro vertical, que se
denominan x e y. En las coordenadas polares (derecha) un
punto se localiza segun su distancia a otro punto, denominado
polo, y el angulo formado por un eje fijo que pasa por el polo

\'%

R
5 -+
4 -+
3 +——023

| o
2T+ [ I r,=
1T | b /"\ﬂ-
- - =
u]
S-4-3-2-1+ 1 2 3 4 5 ol \
Eje polar

_2 -+
-z T
-4 T
_5 -

Y
FIGURA 1 FIGURA 2

Cootrdenadas cartesianas bidimensionales Cootdenadas polares
e

el punto con el

en general, ax + by = ¢ El segundo tipo de problema es: dada una expresion
algebraica, describir en términos geométricos el lugar geométrico de los puntos
que cumplen dicha expresion. Por ejemplo, una circunferencia de radio 3 y con su
centro en el origen es el lugar geométrico de los puntos que satisfacen X + ) =
9. Usando ecuaciones como éstas, es posible resolver algebraicamente esos
problemas geométricos de construccion, como la biseccion de un angulo o de una
recta dados, encontrar la perpendicular a una recta que pasa por cierto punto, o
dibujar una circunferencia que pasa por tres puntos dados que no estén en linea
recta.



5 Funciones analiticas

Entendiendo entonces que la principal herramienta de la geometria analitica es el plano
cartesiano, el cual se conoce mas formalmente como sistema de coordenadas rectangulares,
este sistema esta formado como sabemos, de un par de rectas numéricas que se interceptan en
un punto llamado origen y son perpendiculares entre si, lo que da lugar a la formacién de los
llamados ejes cartesianos los cuales se conocen como eje x (o eje de las abcisas) y eje y (o eje
de las ordenadas), estas condiciones forman también los llamados cuadrantes los cuales se
numeran como muestra la siguiente figura, se muestra también el sentido de cada uno de los

B~ 1) Al +)

ci--) D(+,-)

m v

ejes coordenados, y los signos de un punto representativo localizado en cada cuadrante.

De la figura anterior se puede observar que se puede representar un punto por medio de un
par ordenado de ndmeros que representaran las unidades sobre el eje x y las unidades sobre el
eje y que se deben tomar para localizar un punto en particular, lo cual implica que podemos
representar lugares geométricos a partir de nimeros y ecuaciones, que es donde radica uno de
los objetivos de la geometria analitica, el otro objetivo es teniéndose las ecuaciones y nimeros
obtener el tipo de lugar geométrico al que estdn representando.

LA RECTA.

La recta es el primer lugar geométrico que se trata en la geometria analitica, ho hay una
definicion precisa de lo que es una recta y por lo tanto se tomard entonces la definicidon
intuitiva que se manejo en el apartado de geometria plana, complementariamente a eso una
recta se puede definir a partir de las propiedades que cumplen los puntos que la forman de lo
cual se deduce que una recta se puede representar si se cumplen dos condiciones:

1. Sise conocen dos puntos que la forman o por los cuales pase.
2. Si se conoce un punto y su inclinacién o pendiente con respecto a la horizontal.

Las siguientes relaciones nos dardn la forma de representar una ecuacién en diferentes
circunstancias y con diferentes datos, pero siempre cumpliendo las dos condiciones anteriores

Distancia entre dos puntos. Ecuacion Pendiente - Ordenada al origen
2 2 =mx +b
D = (xz_xl) +(J’2‘)’1) /
: Paralelismo Perpendicularidad
Punto medio de un segmento. My = mo mi*m, = -1
Pm = | it Yty Angulo entre Dos Rectas
2 2 mz - my

tang o =
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La pardbola se define formalmente como el lugar geométrico formado por el conjunto de
puntos que equidista de un punto fijo llamado foco (F) y una recta fija llamada directriz (D), en
la figura 3, se muestran los elementos de una pardbola.

D L//,/-’

M -

v F Eje Focal

L\

WV Vértice LL' : Lado Recto
F : Foco D : Directriz
p : Parametro Fig. 3
Las siguientes son relaciones que proporcionan las diferentes representaciones analiticas de
la pardbola.
x* = +4py Pardbola vertical V(0,0) y F(O,%p)
(Fig. 4)
y? = +4px Pardbola horizontal V(0,0) y F(£p,0)
(Fig. B)
(x-h) = +4p(y-k) Pardbola vertical V(h,k)y F(h,k+p)
(Fig. 6)
(y-k) = +4p(x-h) Pardbola horizontal V (h ,k) y F(h+p, k)
(Fig. 7)

Ax* + Dx+Ey+F=0
Ecuacion general de la pardbola.

Cy’ +Ey+Dx+F=0

P d F
N AR I
O] k
L o
e——h ——=| th)‘
Fie. 4 Fie. 5 Fie. 6 Fie. 7

Para todas las condiciones anteriores el valor del lado recto es: LR = |4p| y la ecuacién de la
directriz se puede obtener a partir de las coordenadas del foco y la orientacion del eje focal
sabiendo que la directriz serd perpendicular a dicho eje.

Al igual que los dos lugares geométricos anteriores, para definir este lugar geométrico se
deben conocer dos de sus pardmetros, los cuales para la pardbola pueden ser el vértice y el

foco, el vértice y el pardmetro 6 el foco y el pardmetro.
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LA ELIPSE

La elipse es otro lugar geométrico de las llamadas conicas, y se define formalmente como:
“El lugar geométrico formado por el conjunto de puntos en un plano, cuya suma de distancias a

dos puntos fijos llamados focos es constante”.

La definicién anterior asi como los elementos de una elipse se presentan en la figura 8.

hd

B P

Lo N
/

La suma de los segmentos PF y
PF' es a los que hace referencia la
definicién, algebraicamente se
tiene:

PF + PF = 2a

De la figura:

O es el centro de la elipse

Vy V' son los vértices del eje
mayor-.

B y B' son los vértices del eje
menor.

F y F son los focos

Existe un pardmetro que se

Fig. 8 7 _— . .
debe fomar en cuenta para .u.s <ipoes 2 hipérbolas, aunque también implica a la circunferencia
y a la pardbola, dicho pardmetro es la excentricidad, que indica el grado de redondez que posee

la seccién cénica de la que sé este hablando.

Las siguientes son las ecuaciones de una elipse en sus diferentes orientaciones.

Elipse Horizontal con centro en el origen. (Fig. 9)

x? y? a>b c(0,0)

+ = 1 e-= % F(c,0) F(-c,0)
a? b® c=va’ b’ V(a,0) V' (-a,0)

LR = | 2% B(O,b) B(0,-b)

Elipse Vertical con centro en el origen. (Fig. 10)
x2 y? C(0,0)

+ SR F(O,c) F(O0,-c)
b? a? V(0O,a) V(O0,-a)

B(b,0) B(-b,0)

o

Fie. 9

Fie. 10
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La hipérbola se define como el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de
distancias a dos puntos fijos llamados focos es constante. Matemdticamente se define como:
PF' - PF = 2 a; la curva tiene como caracteristicas ser abierta y ser formada por dos ramas,

al igual que la pardbola y la elipse, la hipérbola es simétrica. En la siguiente figura se muestran
los elementos de la hipérbola.

\ =

7 - N

PF » PF': Radios focales

FF': Distancia focal » se toma FF=2cC

O Origen del sistermnma

LL: Lado recto

Wl Eje Tocal, real o transwverso, cuya longitud es wWw—=—>I2a
BB : Eje conjugado o imaginario, no corta la curva »w BB"—2h

Las siguientes son las relaciones que proporcionan las ecuaciones de la hipérbola en sus
diferentes orientaciones:

Y
5 Hipérbola horizontal con centro en el origen.
L L ) )
oy
/ 2 2
a b
€ b
FL v vl IF X
F(c.0) F(-c,0)
V(a,0) V(-a,0)
y AN =a?+b?  LL'= 2%
Y
L e e=<=Nadb ec. Asintotas:
L F L y= i%x
l v
B | ¢ B X
- Hipérbola vertical con centro en el origen.
2 2
Y __r _q
s F L a’ b2




F(O.c) F(O0,-c)
V(0,a) V(O0,-a)
c2za?+b? L'z 2%

2

2 ’
e=4<=""—— ec. Asintotas: y=+t4x

La hipérbola al igual que los lugares geométricos anteriores puede ser trasladada a un
centro fuera del origen, con coordenadas C( h , k) y al igual que estos la variacién en sus
ecuaciones se obtiene tomando en cuenta el corrimiento horizontal y vertical que sufre el lugar
geométrico, el cambio de cada uno de sus elementos se puede deducir fdcilmente, las
ecuaciones ordinarias quedaran en la forma:

Para la hipérbola horizontal Para la hipérbola vertical
G-n) -k (-k) (@-hy
PEE S R a2 5 !

La ecuacion general que representa una hipérbola con ejes paralelos a los ejes cartesianos es:
Ax* +Cy* +Dx+Ey+F =0
en donde los coeficientes A y C deben ser de diferente signo.

Como podemos notar, los lugares geométricos cuyas ecuaciones estdn expresados por
ecuaciones de 2% grado, tienen una forma o ecuacién general muy similar la cual si se
generaliza esta dada por la expresidn:

Ax* +Bxy+Cy* + Dx+ Ey+F =0

la cual es precisamente la ecuacion general de las conicas, la ecuacién particularizada para cada
una de ellas ya se mostro, pero existe otro criterio para saber a partir de una ecuacion general
de que tipo de lugar geométrico se trata, dicho criterio implica la evaluacion del discriminante
o indicador: B? - 4AC; el criterio es el siguiente:

Si B?-4AC ( 0 = laecuacién representa una elipse.

Si B?-4AC = 0 = la ecuacién representa una pardbola.

Si B*-4AC ) 0 = la ecuacién representa una hipérbola.

Con este criterio es posible identificar mds fdcilmente el lugar geométrico que se estd
analizando y poder aplicar las relaciones correspondientes.

COORDENADAS POLARES
Este es otro sistema de coordenadas por medio del cual se puede fijar la posicion de un
punto o lugar geométrico sobre un plano, dicho sistema estd formado por un eje fijo llamado
eje polar, el cual inicia en el origen o polo del sistema.
La ubicacién de un punto estard dada a través de la distancia existente entre el polo y el
punto que se este manejando (llamado radio vector), y por medio del dngulo formado por el
radio vector y el eje polar, grdficamente:
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Calculo

1 INTRODUCCION

Calculo, rama de las matematicas que se ocupa del estudio de los incrementos en
las variables, pendientes de curvas, valores maximo y minimo de funciones y de la
determinacién de longitudes, areas y voliumenes. Su uso es muy extenso, sobre
todo en ciencias e ingenieria, siempre que haya cantidades que varien de forma
continua.

DERIVADAS E INTEGRALES INDEFINIDAS

En 1a siguiente tabla, 1az letras & y v representan cualquier funcion de x; 2y & son constantes.
Debe sumarse una constante de integracion arbitraria a cada una de las integrales.

DERIMADAS INTEGEALES IMCEFIMIDS DERMADAS INTEGRALES IMDEFIMIDSS
o 1. _ 3, @ = S [ cosxgy=senx
5 =1 T dr=x o C08 K =—seh I
: WHJ ﬂiﬁ ST audv=a [ udr 1 ﬁri q4=secty 10.] tg ¥ dr=In|secx|
z. (u+uj— ML [ tuevidy = [udy+ ey 1. in:untq,lr_-|:|:15na|: x 11T cotgx a@r=In|senx|
::"Jr @ ax
4, i,l,-'"":m;,-‘""" 4, 1xm dre X imeoq) 12 Lgpcw=tgasecy 12 [sechdr=Infsecyerg x|
g R el
ST AT 5 [ @ _ = In|x| 13, icusecx_—cutq xcosecy ! 5 [ cosecy dv=In|cosec-cotg|
iy X | X iy
’ [
R U =ud_ pﬂ =3 uﬂ uﬁ 14, ia_r[t _J|"—1— 14| ——=arctg .y
ar IRy | TS| gy FrETE e
. ax
7. ox_ g T 15. @ soeseny = —— 15. = arcseny
7 g¥dy=¢ T, T2 | Vi-kF
[ ax
8 & con x=cosy ST sen dy=-cosx 16, & apesecy= — 16. = Arcsecy
A ! 4 Mxi—1 | avrE-1

Derivadas e integrales indefinidas de algunas funciones



3 CALCULO DIFERENCIAL

El célculo diferencial estudia los incrementos en las variables. Sean x e y dos
variables relacionadas por la ecuacion y = fx), en donde la funcién fexpresa la
dependencia del valor de y con los valores de x. Por ejemplo, x puede ser tiempo e
y la distancia recorrida por un objeto en movimiento en el tiempo x. Un pequeho
incremento A en la x, de un valor x, a xp + A, produce un incremento ken la y que
pasa de yp = ix) a o + k= Ax + h), porlo que k= Axp + h) - {x). El cociente
k/h representa el incremento medio de la y cuando la xvaria de xpo a x + A. La
grafica de la funcidon y = A x) es una curva en el plano xyy k/h es la pendiente de
la recta AB entre los puntos A= (X, 0) Y B= (X + h, yo + K) en esta curva; esto
se muestra en la figura 1, en donde h = ACYy k = (B, asi es que k/h es la tangente
del angulo BAC.

Si A tiende hacia 0, para un x fijo, entonces &/ se aproxima al cambio
instantaneo de la y en x; geométricamente, B se acerca a A a lo largo de la curva
y = fx), y la recta ABtiende hacia la tangente a la curva, A7, en el punto A. Por
esto, k/htiende hacia la pendiente de la tangente (y por tanto de la curva) en A.
Asi, se define la derivada 7(x) de la funcién y = fx) en xo como el limite que
toma k/h cuando A tiende hacia cero, lo que se escribe:

. b Tl - i)
rl=lims = fim
” U] M i

Este valor representa la magnitud de la variacion de yy la pendiente de la curva
en A. Cuando, por ejemplo, x es el tiempo e y es la distancia, la derivada
representa la velocidad instantanea. Valores positivos, negativos y nulos de 7(x)
indican que A{x) crece, decrece o es estacionaria respectivamente en x. La
derivada de una funcién es a su vez otra funcion £(x) de x, que a veces se escribe
como dy/dx, df/dx o Df. Por ejemplo, si y = fx) = xX* (parabola), entonces

K=Flxg+h]= %)
=(xa+h)* - 13
(o420 M+ 0] - x5
D xg b+ b’
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por lo que k/h = 2xp + h, que tiende hacia 2x cuando A tiende hacia 0. La
pendiente de la curva cuando x = x es por tanto 2x, y la derivada de fx) = x* es
f(x) = 2x. De manera similar, la derivada de X" es mx™ para una m constante.
Las derivadas de las funciones mas corrientes son bien conocidas (véase la tabla
adjunta con algunos ejemplos).

i |
y=1x]
flx,+h
k=f{x +h]-f[x,]
fx,)
x,+h :?

La pendiente o gradiente de una curva cualquiera en un punto se define como la pendiente de la
tangente (recta que toca a la curva sélo en dicho punto). En la figura, la pendiente de la curva en A
es la pendiente de la recta A7, que es la tangente a la curva en A. Esta pendiente se puede
aproximar por la de la recta AB, que une Ay B, un punto cercano de la curva. La pendiente de AB
es k/h. Si B se acerca hacia A, tanto kK como A tienden a 0, pero su cociente tiende a un
determinado valor, que es la pendiente de AT. El célculo diferencial se ocupa de calcular la

pendiente de las curvas y = f{x) en todos sus puntos.

Para calcular la derivada de una funcién, hay que tener en cuenta unos cuantos
detalles: primero, se debe tomar una / muy pequeia (positiva o0 negativa), pero
siempre distinta de cero. Segundo, no toda funcidn ftiene una derivada en todas
las xo, pues k/h puede no tener un limite cuando A [ 0; por ejemplo, fx) = | x| no
tiene derivada en x = 0, pues k/hes 1 0 -1 seginque 7> 00 h< 0;
geométricamente, la curva tiene un vértice (y por tanto no tiene tangente) en 4 =
(0,0). Tercero, aunque la notacion dy/dx sugiere el cociente de dos nimeros dyy
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adx (que indican cambios infinitesimales en y'y x) es en realidad un solo nimero, el
limite de &/A cuando ambas cantidades tienden hacia cero.

Diferenciacion es el proceso de calcular derivadas. Si una funcién fse forma al
combinar dos funciones vy v, su derivada 7 se puede obtener a partir de u, vy
sus respectivas derivadas utilizando reglas sencillas. Por ejemplo, la derivada de la
suma es la suma de las derivadas, es decir, si f= v+ v (lo que significa que fx) =
U x) + U x) para todas las x) entonces 7 = ¢ + V. Una regla similar se aplica para
la diferencia: (v - v)’ = ¢/ - V. Si una funcién se multiplica por una constante, su
derivada queda multiplicada por dicha constante, es decir, (cv)’ = cu/ para
cualquier constante c¢. Las reglas para productos y cocientes son mas complicadas:
si f= uventonces f = uV + /v,y si f= u/ventonces f = (¢ vuV)/V siempre
que Ux) # 0. Utilizando estas reglas se pueden derivar funciones complicadas; por
ejemplo, las derivadas de ¥’ y x° son 2xy 5x*, por lo que la derivada de la funcién
3x -4x es (3X - 4x) = (3x) - (4x°) = 3-(X) -4 (xX) = 3-(2x) - 4-(5 X) = 6x-
20x*. En general, la derivada de un polinomio cualquiera Ax) = @ + ax+ ... +
ax'es f(xX) = a + 2a&x+ ... + na,X"*; como caso particular, la derivada de una
funcion constante es 0. Si y = «(2) y z= Ux), de manera que y es una funcién de
zy zes una funcion de x, entonces y = t{ X)), con lo que y es funcién de x, que
se escribe y = fx) donde fes la composicion de vy v; la regla de la cadena
establece que dy/dx = (dy/dz2)-(dz/dx), o lo que es lo mismo, 7(x) = /(U X)) V(X).
Por ejemplo, si y = € en donde e = 2,718... es la constante de la exponenciacion,
y z= axdonde a es una constante cualquiera, entonces y = €*; segln la tabla,
dy/dz = €y dz/dx = a, por lo que dy/dx = ae™.

Muchos problemas se pueden formular y resolver utilizando las derivadas. Por
ejemplo, sea y la cantidad de material radiactivo en una muestra dada en el
instante x. Segun la teoria y la experiencia, la cantidad de sustancia radiactiva en
la muestra se reduce a una velocidad proporcional a la cantidad restante, es decir,
dy/dx = ay con una cierta constante negativa a. Para hallar y en funcién de x, hay
que encontrar una funcién y = fx) tal que dy/dx = ay para cualquier x. La forma
general de esta funcidn es y = ce® en donde ces una constante. Como € = 1,
entonces y = cpara x= 0, asi es que ces la cantidad inicial (tiempo x = 0) de
material en la muestra. Como a<0, se tiene que & [0 0 cuando x crece, por lo
que y [ 0, confirmando que la muestra se reducira gradualmente hasta la nada.
Este es un ejemplo de caida exponencial que se muestra en la figura 2a. Si a es
una constante positiva, se obtiene la misma solucién, y = ce™, pero en este caso
cuando el tiempo transcurre, la y crece rapidamente (como hace €*si a>0). Esto
es un crecimiento exponencial que se muestra en la figura 2b y que se pone de
manifiesto en explosiones nucleares. También ocurre en comunidades animales
donde la tasa de crecimiento es proporcional a la poblacion.
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4 CALCULO INTEGRAL

i
—_\\\,’IET-[K]
flx=)
L]
h
P
b a ¥ E+h 1] :E;
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Figura 3: calculo integral

El calculo del area bajo una curva es un ejemplo clasico del uso del célculo integral. En esta figura, el area entre la curva y

el eje xdesde x = g hasta x = b es aproximadamente igual a la suma de un gran nimero de rectangulos como el dibujado.
El area de uno de éstos es f{x) veces h. Cuando A se reduce, los rectangulos son mas estrechos y su nimero crece, con lo

que el area total se aproxima cada vez mas al area buscada. El célculo integral es capaz de hallar este valor si se conoce la
funcion, y = f{x), que describe la curva.

El calculo integral se basa en el proceso inverso de la derivacion, llamado
integracidon. Dada una funcién 7, se busca otra funcidén Ftal que su derivada es F
= f; Fes la integral, primitiva o antiderivada de 7, lo que se escribe Ax) = [AXx)dx
o simplemente F= [f dx (esta notacidon se explica mas adelante). Las tablas de
derivadas se pueden utilizar para la integracién: como la derivada de X es 2x, la
integral de 2x es X°. Si Fes la integral de £, la forma mas general de la integral de
fes F+ ¢ en donde ces una constante cualquiera llamada constante de
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integracion; esto es debido a que la derivada de una constante es 0 por lo que (F
+0'=F+ =Ff+0=F Porejemplo, [2xdx= X + .

Las reglas basicas de integracién de funciones compuestas son similares a las de la
diferenciacion. La integral de la suma (o diferencia) es igual a la suma (o
diferencia) de sus integrales, y lo mismo ocurre con la multiplicacién por una
constante. Asi, la integral de x = ¥2-2x es VX%, y de forma similar [X” dx =
X™1(m + 1) para cualquier m # -1 (no se incluye el caso de m = -1 para evitar la
divisién por 0; el logaritmo neperiano In|x| es la integral de ¥ = 1/x para
cualquier x # 0). La integracidn suele ser mas dificil que la diferenciacion, pero
muchas de las funciones mas corrientes se pueden integrar utilizando éstas y otras
reglas (ver la tabla).

Una aplicacidn bien conocida de la integracién es el calculo de areas. Sea A el area
de la region delimitada por la curva de una funcion y = fx) y por el €je x, para a <
x < b. Para simplificar, se asume que fx) = 0 entre gy b. Para cada x > g, sea
L(x) el area de la regidn a la izquierda de la x, asi es que hay que hallar A = L(b).
Primero se deriva L(x). Si A es una pequeia variacion en la x, la region por debajo
de la curva entre xy x + A es aproximadamente un rectangulo de altura x) y
anchura h (véase figura 3); el correspondiente incremento A= L(x + A) - L(X) es
por tanto, aproximadamente, A{x)A, por lo que k/h es, aproximadamente, Ax).
Cuando A [0 0 estas aproximaciones tienden hacia los valores exactos, asi es que
k/h 0 fx) y por tanto L'(x) = A x), es decir, L es la integral de 7. Si se conoce una
integral Fde fentonces L = F+ cpara cierta constante ¢. Se sabe que L(a) = 0
(pues el area a la izquierda de la xes cero si x = @), con lo que ¢ = -Aa) y por
tanto L(x) = AX) - Aa) para todas las x > a. El area buscada, A = L(b) = Ab) -

A a), se escribe

b
A= fla)de=[Fx)):

Este es el teorema fundamental del clculo, que se cumple siempre que fsea
continua entre ay b, y se tenga en cuenta que el area de las regiones por debajo
del eje x es negativa, pues Ax) < 0. (Continuidad significa que Ax) O Axp) si x[J
Xo, de manera que fes una curva sin ninguna interrupcion).

El area es una integral definida de Fque es un nimero, mientras que la integral
indefinida [Ax)dx es una funcidn A x) (en realidad, una familia de funciones Ax) +
C). El simbolo [ (una Sdel siglo XVII) representa la suma de las areas fx)dx de un
numero infinito de rectangulos de altura {x) y anchura infinitesimal dx; o mejor
dicho, el limite de la suma de un ndmero finito de rectangulos cuando sus
anchuras tienden hacia 0.
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La derivada dy/dx = f(x) de una funcidn y = fx) puede ser diferenciada a su vez
para obtener la sequnda derivada, que se denota &®y/d¥?, f'(x) o D’£. Si por
ejemplo x es el tiempo e y es la distancia recorrida, entonces dy/dx es la velocidad
v,y dy/dx* = dv/dx es el incremento en la velocidad, es decir, la aceleracion.
Segun la segunda ley del movimiento del Newton, un cuerpo de masa constante m
bajo la accién de una fuerza Fadquiere una aceleracién a tal que F= ma. Por
ejemplo, si el cuerpo esta bajo la influencia de un campo gravitatorio F= mg
(donde g es la magnitud del campo), y entonces ma = F= mgporloque a= g,y
por tanto dv/dx = g. Al integrar, se tiene que v = gx + ¢, en donde ces una
constante; sustituyendo x = 0 se ve que ces la velocidad inicial. Integrando dy/dx
= v= gx+ c se tiene que y = V29X + cx + ben donde b es otra constante;
sustituyendo de nuevo x = 0 se tiene que b es el valor inicial de la y.

Las derivadas de orden superior £x) = d"y/dx” = D'fde fx) se calculan
diferenciando n veces sucesivamente. El teorema de Taylor muestra que A x) se
puede aproximar como una serie de potencias Ax) = @ + aix+ @xX + ... + aX" +
..., donde los coeficientes a,a, ... son constantes tales que a, = £7(0)/n! (en
donde 0'=1y n'=1 x 2 x 3 x ... X npara cualquier n > 1). Las funciones
utilizadas mas a menudo pueden aproximarse por series de Taylor; por ejemplo si
fx) = € se tiene que #(x) = & para cualquier 1, y que A7(0) = € = 1 por lo
que:

&
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5 DERIVADAS PARCIALES

Las funciones con varias variables tienen también derivadas. Sea z= fx, y), es
decir, zes funcidon de x e y. Si se mantiene y constante temporalmente, zes una
funcion de x, con lo que al diferenciar se obtiene la derivada parcial dz/0x = of/ox;
de la misma manera, si se toma la x como constante y se diferencia con respecto
de la y se obtiene dz/dy = Of/dy. Por ejemplo, si z= x* - xy + 3) se tiene que
0z/0x = 2x- yy que O0z/dy = -x + 6. Geométricamente, una ecuacion z= fx, )
define una superficie en un espacio tridimensional; si los ejes xe y son
horizontales y el eje zes vertical, entonces 0z/0xy 0z/0y representan los
gradientes de dicha superficie en el punto (x, y, 2) en la direccion de los ejes xe y,
respectivamente. Las derivadas parciales también se pueden calcular para
funciones con mas de dos variables, considerando que todas las variables menos
una son constantes y derivando con respecto a ésta. Utilizando este procedimiento
es posible calcular derivadas parciales de orden superior. Las derivadas parciales
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son importantes en las matematicas aplicadas, pues existen funciones que
dependen de diversas variables, como el espacio y el tiempo.



